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Analise de Regressao Multipla
Modelo de Regressao Linear Multipla

* O modelo de regressao linear multipla é usado
para estudar a relacdo entre uma variavel
dependente e uma ou mais variaveis
iIndependentes.



Analise de Regressao Multipla
Modelo de Regressao Linear Multipla

* O modelo de regressao linear multipla com k variaveis
toma a seguinte forma:

V=Po+ BXi + BXot .. X+ u (1)

* Onde Y é a variavel dependente e X, X, , . . .,X, sao as
variaveis independentes.

* O termo de erro ou pertubacao (u) representa outros
fatores, além do vetor X, que afetam Y. O termo u
também captura erros de medida nas variaveis.



Analise de Regressao Multipla
Modelo de Regressao Linear Multipla

* Assume-se que cada observag¢ao da amostra (Y, X,
X, .. .,X.), i =1,.,n, & gerada por um processo
descrito por

Vi=Pot PiXin + PXip+- .- fXutu; (2)

* Assim, o valor observado de Y; € soma duas partes,
uma deterministica e uma aleatoria (u)).



Modelo de Regressao Linear Multipla
Baixando os dados — dados em corte

setwd("C:/diretoriol/diretorio2") — determinar o diretério: Ndo se esqueca, inverter as barras!!!
list.files() — quais arquivos que estao no seu diretdrio

X<-read.csv("paises.csv",sep=";", dec=".", head=TRUE) — baixando os dados.

Em Data, o X pode estar somente com uma coluna. Isso tem a ver com o decimal.

X <Enter> - mostra todos os dados do data.frame

X["PIB"] ou XSPIB

summary(X) ou summary(XSIPC)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Visualizacdo

plot(XSPIB,XSindustria,type="p",xlab="pib",ylab = "industria")




Modelo de Regressao Linear Multipla
Visualizacdo

plot(XSIPC,XSjuros,type="p",xlab="inflacdo",ylab = "juros")




Modelo de Regressao Linear Simples
Estimacao

regl simples=Im(XSPIB~XSindustria)
summary(regl_simples)

Call:
Tm{formula = X$PIB ~ X%industria)

Residuals:
Min 10 Median 3Q Max
-2.2610 -0.7659 -0.15%67 0.3412F 4.1009

Coefficients:

Estimate std. Error © value pPri=|t|) Significéncia!
(Intercept) 1.13486 0.32983 3.441 0.00312, 2*
¥%industria 0.20088 0.07984 2.5%516 0.02221 =

signif. codes: 0O f#%*° Q0,001 ***' 0.01 °**' Q.05 *." 0.1 * " 1

Residual standard error: 1.417 on 17 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2713, Adjusted R-squared: 0.2285
F-statistic: 6.33 on 1 and 17 DF, p-value: 0.02221



Modelo de Regressao Linear Simples
Estimacao

reg2_simples<-Im(XSjuros~XSIPC)
summary(reg2_simples)

call:
Im(formula = X$juros ~ X$IPC)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-3.1154 -0.9097 -0.2310 0.4535 4.3671

Coefficients:
Estimate std. Error t value Pr{=|t|)

(Intercept) -0.9098 0.4885 -1.862 0.0799 .
X3IPC 1.4376 0.1195 12.030 9.69%9e-10 w#w*
signif. codes: 0O *##*%' 0,001 ***' 0.01 **' 0.05 *." 0.1 * " 1

rResidual standard error: 1.627 on 17 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8949, Adjusted R-squared: 0.8B8E&7
F-statistic: 144.7 on 1 and 17 DF, p-value: 9.691e-10



Modelo de Regressao Linear Simples
Resultado

Resultado da estimacgdo — séries projetadas e o intervalo de confianga:
X1fit<-predict.Im(regl_simples,interval="confidence") #resultado da estimacao

Colocando os dados em um dataframe: © -
X1fit<-data.frame(X1fit)

Gradfico do valor real e estimado:
plot(XSPIB,type="l' xlab="Paises",ylab="PIB") u
points(X1fitSfit,type='b')

Data



Modelo de Regressao Linear Simples
Resultado

Resultado da estimacgdo — séries projetadas e o intervalo de confianga:
X2fit<-predict.Im(reg2_simples,interval="confidence") #resultado da estimacao

Colocando os dados em um dataframe:
X2fit<-data.frame(X2fit)

Gradfico do valor real e estimado: ¥
plot(XSjuros,type='I',xlab="Paises",ylab="Juros")
points(X1fitSfit,type='b') T o

Data



Modelo de Regressao Linear Multipla
Estimacao

regl_mult_a=Im(XSPIB~XSindustria+XSvarejo)
summary(regl _mult_a)

regl_mult_b=Im(XSPIB~XSindustria+XSvarejo+XSjuros)
summary(regl _mult_b)

O que aconteceu com os coeficientes? E a significncia?



Modelo de Regressao Linear Multipla
Comparando modelos

* Resultado da estimacao — series projetadas e o intervalo de confianca:
e X1fit_ma<-predict.Im(regl_mult_a,interval="confidence")
e X1fit_mb<-predict.Im(regl_mult_b,interval="confidence")

e Colocando os dados em um dataframe:
e X1fit_ma <-data.frame(X1fit_ma)
e X1fit_mb <-data.frame(X1fit_mb)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Comparando modelos

Comparando os modelos estimados:
 plot(XSPIB,type='l',xlab="Paises",ylab="PIB")
 points(X1fitSfit,type='b')
 points(X1fit_masfit,type='b',col="red")

* points(X1fit_mbsSfit,type='b',col="blue")



Modelo de Regressao Linear Multipla
Comparando modelos

FIB




Modelo de Regressao Linear Multipla
Suposicao Basica

* Todos os fatores considerados no termo de erro sao
nao correlacionados com as variaveis independents.

E(u/X,X..., X,) = 0

* |sso implica que o modelo foi corretamente
especificado.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Correlac@o entre os residuos e 0 X’s

Salvando os residuos:
* XSerro <- residuals(regl_mult_b)
* Plot(XSerro)

Estimando a correlacao:
 cor(XSerro,XSvarejo)
* cor(XSerro,XSindustria)
* cor(XSerro,XSPIB)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Minimos Quadrados Ordinarios

* Como no caso da regressao simples, a funcao de
regressao da populacao nao ¢é diretamente
observavel.

* Nos a estimamos a partir da funcao de regressao
amostral:

}}f :B{) +BlX;'1 +BQX;'2 +°°-°+1§ka;’; (6)

— —

* Como obtemos os estimadores 5 3 B . 39



Modelo de Regressao Linear Multipla
Minimos Quadrados Ordinarios

* O método de minimos quadrados ordinarios
escolhe as estimativas que minimizam a soma
dos residuos ao quadrado.

* Considerando um modelo com duas variavies
independentes, o objetivo do MQO €& miniminar
a expressao abaixo:

—

Sai= =YY= -p-BX,-BX,)



Analise de Regressao Multipla
Minimos Quadrados Ordinarios

 Diferenciando-se Z'H = -4 -BX,-5X.)" com
relacdo & A,. 5 ¢, e igualando a zero, temos:

6(,_\;)_—22()/ B— BX, - BX,)==2Y 0 =
P, =1
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Modelo de Regressao Linear Simples
Relembrando

O modelo de regressao linear simples é
y=a+ pix+ ¢

5 = L =00 —y) _ %Z(xf —X)yi—¥)
cov(x ?’g}:i - %Z(xi — %)
- var(x)




Analise de Regressao Multipla
Minimos Quadrados Ordinarios

* Resolvendo as equacdes normais, obtemos:
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Modelo de Regressao Linear Multipla
Coeficiente

Relembrando as equag¢oes
 summary(regl simples)
 summary(regl mult_a)

 Compare os betas...

Estimando o beta 1 da equac¢ao simples

* cov(XSindustria,XSPIB)/var(XSindustria)

* Os betas sdo iguais da regresséo linear simples!



Minimos Quadrados Ordinarios
Propriedades Numericas

* A soma e, consequentemente, o valor médio dos
residuos é zero
Zuf =0

* Os residuos ndao tém correlagao com X;

n H
szfXﬂ =0, Z”foE =0

* A reta de regressao passa pela média de Y e pela média
de X

Y:/}o‘l'/;)l)?l ""/;)2)?2



Modelo de Regressao Linear Multipla
Propriedades numéricas

Média e soma dos residuos igual a zero

* mean(XSerro)

* sum(XSerro)

Covariancia entre os X’s e o residuo igual a zero
* cov(XSindustria,XSerro)

* mean(XSindustria*XSerro)

* cov(XSjuros,XSerro)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Propriedades numéricas

Equacao que passa pela média
* regl mult_a
* summary(X)
e Estime o seguinte resultado:

* 0.8083219+0.1698498*0.6963+0.1804849%1.929 = Média do PIB



Modelo de Regressao Linear Multipla
Interpretacao da Equacao

* Da funcao de regressao amostral, obtemos

AY = LAX, + £,AX,

* Se X, é mantido fixo, AX,=0, entao



Minimos Quadrados Ordinarios
Interpretacao da Equacao

* Mantendo as outras variaveis fixas, se X; aumentar
em uma unidade, Y aumentara em /3 unidades. A
interpretacao é idéntica para j-}z .

AY = BAX,



Analise de Regressao
Regressao Simples vs. Regressao Multipla

* Ha duas situacoes especificas nas quais as estimativas do
modelo de regressao simples sao iguais as estimativas do
modelo de regressao multipla.

?:ﬁo"'ﬁle I}:ﬁo+ﬁ1X2+ﬁ2X2

* Considerando um modelo com duas variaveis, temos:
» Quando o efeito parcial de X, sobre Y é igual a zero, /3, = 0O;

» Quando X, e X, sao nao correlacionados.

£ =B



Modelo de Regressao Linear Multipla
Baixando os dados

list.files() — quais arquivos que estdao no seu diretério

teorico<-read.csv("teorico.csv",sep=";", dec=".", head=TRUE) — baixando os dados.

teorico <Enter>

summary(teorico)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Aplicando os conceitos

Estimando a matriz de correlagcao
* round(cor(teorico),2)

Calculando a equacao simples
e tr_simples=Im(teoricoSx~teoricoSy)
* summary(tr_simples)

Calculando a equag¢ao multipla (Y e 2)
* tr_mult_a=Im(teoricoSx™~teoricoSy+teoricoSz)
e summary(tr_mult_a)

Calculando a equag¢ao multipla (Y e W)
* tr_mult_b=Im(teoricoSx~teoricoSy+teoricoSw)

e summary(tr_mult_b)

O que aconteceu com os coeficientes? Estd relacionado com o viés e multicolinearidade



Coeficiente de Determinacao - R?:
Uma medida do grau de ajuste

O coeficiente de determinacdao R? é uma
medida que diz quao bem a reta de regressao
da amostra se ajusta ao dados.



Coeficiente de Determinacao - R*:
Uma medida do grau de ajuste

* Nés podemos dividir a variacao em Y em dois
componentes, uma parte explicada pelo modelo
de regressao e uma parte nao explicada.

* O coeficiente de determinagao R? mede a
proporcao ou a porcentagem da variacao total
em Y explicada pelo modelo de regressao.



llustracao
Regressao Linear Simples
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Coeficiente de Determinacao - R?:
Como calcular?

Detinindo

Z (K. Y )2 como Soma dos Quadrados Total (SQT)

Z (}% Y )Z como Soma dos Quadrados Explicada (SQE)
Z 11> como Soma dos Quadrados dosResiduos(SQR)

E possivelmostrar que

SQT=SQE+SQR



Coeficiente de Determinacdo - R?:
Propriedades

 E uma quantidade n3o negativa

e Seuslimitessao0<R%2<1.

»Um R? =1 significa um perfeito ajuste, isto é, Y. =
Y. para todoi.

»Um R? = 0 significa que ndo ha relacdo entre o
regredido e o regressor. Nesse caso, Y, =B, =Y,
ou seja, a melhor estimativa para Y é sua média.



Coeficiente de Determinacao Ajustado
R% Ajustado

Um fato importante sobre o R? é que ele nunca
diminui e, geralmente, aumenta quando outra
variavel independente é adicionada a regressao.

Esse fato algébrico ocorre por definicao, pois a
soma dos residuos quadrados nunca aumenta
quando regressores adicionais sao acrescentados
ao modelo.



Coeficiente de Determinacao Ajustado
R2 Ajustado

L

* Para solucionar esse aspecto, considera-se o
coeficiente de  determinacdao  ajustado,
que leva em conta o numero de variaveis
independentes presentes no modelo.

 SOR/(n—k)
SOT /(n—1)

R° =1

* Onde k = numero de parametros do modelo
(incluindo o termo intercepto)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Coeficiente de determinagdo

e summary(tr_simples)
 summary(regl _mult_a)
 summary(regl _mult_b)

 Compare os coeficientes de determinagéo e os ajustados.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Coeficiente de determinagdo

 summary(regl simples)
e summary(tr_mult_a)
e summary(tr_mult_b)

* O que aconteceu com os coeficientes de correlacGo quando o indicador tinha correlagéo
proxima a zero?



Modelo de Regressao Linear Multipla
Regressao pela Origem

Regression through the Origin
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Modelo de Regressao Linear Multipla
Regressao pela Origem

* O termo intercepto 3, é igual a zero.

Y =BX,+ X, +..+ BX, (7)
* Asoma dos residuos ndo necessariamente é igual a zero

* O R?pode ser negativo

* Se o intercepto no modelo populacional é diferente de
zero, as estimativas de (6) serao viesadas.

* O custo de estimar B, quando ele é igual a zero é que a
variancia dos estimadores sera maior.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Regress@o pela Origem

Extraindo as médias

* mean(XSpibm)

* XSpibm=XSPIB-1.274737

* mean(XSvarejo)

* XSvarejom=XSvarejo-1.928947

* mean(XSindustria)

e XSindustriam=XSindustria-0.6963158



Modelo de Regressao Linear Multipla
Regress@o pela Origem

Estimando as equacgoes

* reg orig=Im(XSpibm~XSvarejom+XSindustriam)
 summary(reg_orig)

* reg s_interc=Im(XSpibm~XSvarejom+XSindustriam-1)
 summary(reg_s_interc)



Modelo de Regressao Linear Multipla
O que acontece se retirar o intercepto?

Estimando as equagoes
 summary(regl mult_a)

* regl mult_sa=Im(XSpib~XSvarejo+XSindustria-1)
 summary(regl _mult_sa)



Exercicio



Modelo de Regressao Linear Multipla
Baixando os dados — série de tempo

list.files() — quais arquivos que estao no seu diretdrio
Z<-read.csv("serie_temporal.csv",sep=";", dec=".", head=TRUE)

head(Z)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Exercicio

1. Estime uma equacao simples do PIB brasileiro (Y) e alguma variavel explicativa da base;
2. Faca uma regressao com duas variaveis explicativas;
3. Faca uma regressao com trés variaveis explicativas;

4. O que aconteceu com os coeficientes?



